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DISTRIBUTIA DE PROBABILITATE A UNEI VARIABILE ALEATOARE

Rezolvarea problemelor privind probabilitatea anumitor evenimente desfasurate in
anumite conditii a inceput inca din primele decenii ale secolului al XVIII-lea.

Una din teoremele fundamentale ale teoriei probabilitatilor a fost enuntatd de
matematicianul Thomas Bayes.

Teorema fost citita de catre Richard Pricela Royal Society (1763) 1n
,EssayTowardsSolving a Problem in the Doctrine of Chances” dupa moartea lui Bayes in
1761, fiind publicatd in Philosophical Transactions of the Royal Society of London (1764).

Odata cu dezvoltarea metodelor de analiza statistice, teorema lui Bayes este intalnita
in diverse studii, termenul ,,bayesian” fiind folosit inca din 1950.

Determinarea probabilitatilor unui eveniment E care apartine unui sistem complet de
evenimente notat cu 2 defineste notiunea de probabilitate totala.

Probabilitatea de aparitie a unuia din evenimentele £EE,,...,E care apartin

sistemului complet de evenimente (2 este datda de urmatoarea relatie, care este formula

probabilitatii totale:

P(E)=P(E,)-P(E[E))- P(E,)- P(E[E,) +...+ P(E,)- P(E/E,) (1)

Bayes a ajuns la concluzia ca dacd inverseaza formula probabilitatii totale, atunci
probabilitatea ca aparitia evenimentului £ sa se datoreze aparitiei unui alt eveniment E,
tinand cont de faptul, cad sunt cunoscute conditiile in care probabilitatea de aparitie a
evenimentului £ si probabilitatile de aparitie ale unor evenimente E,, care conditioneaza

aparitia evenimentului £ .

In ceea ce urmeaza vom defini formula lui Bayes.

Se da un sistem complet de evenimente (Q si presupunand cad probabilitatea unui
eveniment E, indeplineste conditia P(E,) > 0, atunci formula lui Bayes va fi definita astfel:

P(E,)-P(EJE,)  P(E,)-P(E/E,)

P(E, /E)= -
(E,/E) P(E) > P(E)-P(EJE)

)



In relatia (2) termenul P(E,/E) reprezintd probabilitatea aposteriorica, iar
probabilitatile P(E,)reprezinta probabilitatile apriorice.

In continuare, va fi prezentati o alta formi a formulei lui Bayes in care
probabilitatea aposterioricd este calculatd ca produs intre probabilitatea apriorica si
ponderea pe care o are probabilitatea evenimentului £ conditionatd de evenimentul £, in

probabilitatea totald a evenimentului £ :

P(Ek/E):yk'P(Ek) (3)

P(E/E - : .
unde y, = M reprezintd ponderea pe care o are probabilitatea evenimentului £
©P(B)

conditionatd de evenimentul £, in probabilitatea totala a evenimentului £ .

Pand 1n acest moment teorema lui Bayes a fost prezentatd pentru cazul
unidimensional, caz in care s-au folosit termenii eveniment, probabilitati si probabilitati
conditionate.

In analiza cantitativd economica sunt utilizate doud concepte fundamentale cum ar fi
variabila aleatoare, si respectiv distributie de probabilitate a unei variabile aleatoare.
Variabila aleatoare poate fi o variabild reald cu valori care sunt dependente de rezultatele
unui experiment aleator.

O variabila aleatoare notatd cu X poate fi definitd ca o functie, in conditiile in care
sunt cunoscute urmatoarele elemente:

e - un rezultatposibil al unuiexperimentaleator;
e () - spatiul de selectie format din multimea rezultatelor experimentului aleator;
e (Q,.7 )- campul evenimentelor peste care variabila aleatoare este definita;

e (Q, .7, P)-campul de probabilitate.

Fiind date elementele, functia va avea urmatoarea forma:

X: Q>R ,X(w)=xeR) 4)

Forma functiei rezultata este aplicata submultimii de evenimente

{olX (0) <x,(V)x R} )



care va fi element al cimpului de evenimente, respectiv
{0 X (@) < x,(V)x e 7| 6)

Distributia de probabilitate a variabilei aleatoare reprezinta asocierea cu probabilitati
a multimii valorilor unei variabile aleatoare X, 1ar modalitatea de specificare a distributiei se
realizeaza cu ajutorul unei functii reale care poartd numele de functie de repartitie , notata
cu F, ().

O altd modalitate de specificare a distributiei de probabilitate a variabilei aleatoare

este realizata n cazul in care functia de repartitie este diferentiabila, adica:

A@Fﬂ%ﬂ ™

X

Functia din relatia (4) este numita densitate de probabilitate.

Prin urmare functia de repartitie va fi de forma:

Fo()= | £, () ®)

In cele ce urmeaza va fi prezentata teorema lui Bayes pentru cazul multidimensional

care pastreaza aceleasi principii ca in cazul unidimensional.

Pentru cazul multidimensional vor fi introdusi termenii de vectori aleatori, densitati
de probabilitate si densitati marginale de probabilitate, care vor fi prezentati in cele ce
urmeaza.

Datorita faptului cd in analiza multidimensionald participa mai multe variabile

aleatoare notate cu X, X,,...,X

n

vom presupune ca acestea pot fi elementele unui vector

numit vector aleator. Orice obiect definit prin doud sau mai multe caracteristici poate sa aiba

asociat o variabila aleatoare vectoriala.



Vectorul aleator X = (X, X,,...,X,)" se poate defini astfel:

X:S8" > R", S" fiind spatiul de selectie n-dimensional &)

Functia de repartitie a vectorului aleator X este definita astfel:

F,:R" —[0,] (10)

Fo(x,x,,...x,)=P(X, <x,X,<x,,...X <x,)

Densitatea de probabilitate n-dimensionala a vectorului aleator X este o functie ca in
relatia de mai jos:

B 0"F,(x,%,,...,x,)
- ox,0x, ...0x,

(11)

S (X,X,,..05X,)

care este definitd numai atunci cand functia de repartitie F,(-,...,) este

diferentiabild in raport cu toate argumentele.
Prin urmare, densitatea de probabilitate n-dimensionald a vectorului aleator va avea

urmatoarea forma:

Fo(x,x,,...,X,) :f;f;...f;fx(ul,u2,...,un)dundunfl ...du,du, (12)

Cunoscand densitdtile multidimensionale de probabilitate a vectorului aleator, se

poate defini densitatea de probabilitate a oricdrei variabile aleatoare X, care va purta numele

de densitate marginala a vectorului aleator X.

Densitatea marginald a vectorului aleator va avea urndtoarea forma:

D (xi):,[wjm ...LOfX(xl,...,xi_l,xm,...xn)dxn codx,dx, | ...dx (13)



La randulei, functia de repartitie a vectorului aleator se poate defini si va purta

numele de functie de repartitie marginald a vectorului aleator, astfel:

GXi(xl.):FX(oo,...,oo,xl.,...,oo) (14)

Pentru exprimarea teoremei lui Bayes se considera:
e vectorii aleatori X si Y cu dimensiunile m, respectiv n, iar densitatea de probabilitate

multidimensionala notata cu f(.) defineste distributia comuna a vectorilor;

e probabilitatea aprioricd a densitatii de probabilitate a lui X sau densitatea marginala

pentru vectorul aleatorX, notata cu g, (x);

e probabilitatea apriorica a densitatii de probabilitate a lui Y sau densitatea marginala
pentru vectorul aleator X, notatd cu g, (y);

e probabilitatea aprioricdi  /,(x/y)care este densitatea de probabilitate a lui X,
conditionata fiind de vectorul aleator Y care ia valorile reprezentate de vectorul y ;

e probabilitatea aposteriorica h,(y/x)care este densitatea de probabilitate a lui Y,
conditionata fiind de vectorul aleator X care ia valorile reprezentate de vectorul x.

Teorema lui Bayes pentru cazul multidimensional este exprimata pentru (V) y € R" cu

conditia ca g,() > 0si(V) x e R", astfel:

(/%) (x) _ h(y/x)-g,()
g0 [ /9 (©)ds

hl(x/y): (15)
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